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R esu m o
0  problem a da in teração  m ú tu a  entre m uitas partículas confinadas em bilhares de di­
ferentes form as (quadrados, retangulares, poligonais, etc ...) com diferentes condições 
de contorno que devem  ser im postas às funções de onda é um  assunto de particu­
lar destaque no estudo  de sistem as quânticos cujo análogo clássico é caótico. Neste 
trabalho apresentam os resultados quânticos sobre um m odelo de um  bilhar circular 
com duas partícu las interagentes via um  potencial do tipo  Yukawa. 0  potencial de 
Yukawa tem  sido usado p ara  m odelar potenciais de curto  alcance na física nuclear 
bem como p ara  sim ular efeitos de interação residual em pontos quânticos. D eterm i­
namos o espectro  de energia deste sistem a e a p artir disso fazemos um a análise da 
estatística  dos níveis. A p a rtir  da variação de alguns parâm etros que são definidos 
no trabalho, obtivem os resultados que conjecturam  um a dinâm ica regular, caótica 
ou m ista, dependendo dos valores que estes parâm etros assum em . Obtivemos es­
tatísticas de níveis do tipo  G OE (G aussian Ortogonal Ensem ble) (caso em que a 
dinâm ica do sistem a clássico é caótica) para  o caso das partículas com massas di­
ferentes. P ara  o cálculo dos níveis de energia usamos as autofunções do problem a 
de duas partícu las não in teragentes no b ilhar circular. M ostram os um a interessan­
te oscilação en tre  d inâm ica regular e caótica em função da razão entre as massas 
das partículas. A rgum entos clássicos de colisão entre  as partícu las são usados para 
explicar este com portam ento .
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A b stra c t
The problem of  m any  interacting particles under different boundary conditions (for 
instance, square, rectangular and polygonal billiards) has been an interesting subject 
to study the quantum dynamics i f  the analogous classical is chaotic. In this work 
we present quantum results o f  two interacting particles moving in a circular billiard. 
The Yukawa potential is assumed to describe the interaction between the particles. 
This potential has been used in nuclear physics to model short range potentials and to 
simulate residual interactions in quantum wells. We f ind the energy spectrum of  the 
system and perform the level statistics. By  varying some parameters, that are defined 
later, we obtain some results that conjecture a regular, chaotic or mixed dynamics 
for  the quantum problem depending on the values of  the parameters. We obtain 
level statistics o f  the GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble) type when particles have 
different masses. To calculate the energy levels we use the eigenfunctions of  the free 
particles case. We show an interesting oscillation between a regular and a chaotic 
dynamics as a function of  the ratio of  the particles masses. Classical arguments are 




Um problem a interessan te e desafiador na física é a relação entre  sistem as classica­
m ente caóticos e seus análogos quânticos. A descrição q uân tica  de sistem as clássicos 
caóticos é cham ada como form a abreviada de caos quântico.
A análise de caos em sistem as quânticos difere do caso clássico em 
alguns aspectos. Podem os c ita r, por exem plo, o aspecto do sistem a apresentar ou não 
sensível dependência às condições iniciais. Devido ao princípio da incerteza, quando 
trabalham os com sistem as quânticos, a condição inicial de um a partícu la  não pode ser 
conhecida com precisão, o que to rna  esta  análise inviável. O utro  aspecto relevante 
é em relação a linearidade das equações que descrevem  o sistem a. A equação de 
Schrõdinger é um a equação linear não deixando espaço p ara  caos, já  que a dinâm ica 
caótica está  relacionada com a não-linearidade das equações que descrevem o sistem a. 
Sendo assim, alguns outros títu los, como “caos e física q u ân tica” [1] foram  sugeridos. 
Berry [2] m ais um a vez propôs o term o “estudo quântico do caos” , introduzido por 
ele anteriorm ente [3], m as nenhum a destas propostas foram  aceitas pela maioria. 
Nos dias de hoje o term o “caos quântico” é entendido como abrangendo todos os 
problem as relativos ao com portam ento  quântico de sistem as clássicos caóticos.
B ilhares clássicos nos oferecem um a in teressan te  com preensão de sis­
tem as dinâm icos. A dinâm ica de um a partícu la  confinada num  plano entre  paredes 
rígidas depende de m aneira  particu la r da form a (geom étrica) do bilhar. P ara  um 
problem a de N-corpos, contudo, a interação m ú tua  tam bém  se apresenta como um a
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regra fundam ental [4]. A em ergência de caos quântico nestes casos é devida então 
não mais som ente a geom etria  e form a do potencial externo mas tam bém  aos fatores 
intrínsecos ao tipo  de interação.
A análise tan to  clássica quanto quântica  de muitos corpos interagen- 
tes é de grande im portância  em vários campos da física, desde a m ecânica celeste 
até átom os, núcleos e física de partículas. 0  sucesso da m oderna nanotecnologia na 
fabricação e m anipulação de pontos quânticos tem  resultado em considerável inte­
resse no estudo teórico dos processos físicos que ocorrem  em  nano-estruturas. E sta 
área re lativam ente  nova já  tem  contribuído para  o entendim ento  de problem as mais 
realísticos. Podem os citar como exemplos na física atôm ica os efeitos do campo 
m agnético em  átom os de hidrogênio [5] e o átom o de hélio [6], assim como as pro­
priedades d inâm icas de átom os pesados [7].
O utros tipos de sistem as onde m uitos resultados, tan to  experim entais 
quanto teóricos, têm  m ostrado  m anifestações de caos quântico é em sem icondutores 
e pontos quânticos [8]. N orm alm ente estes são descritos por bilhares, assunto que 
será discutido m ais deta lhadam en te  no capítulo 3. Sistem as com duas partículas in- 
teragentes em  bilhares clássicos e sua respectiva análise quân tica  têm  sido estudados 
por M eza-M ontes e Ulloa [9]. Em  recentes trabalhos [8, 9, 10] têm  sido observado que 
interações en tre  elétrons podem  desem penhar um  fator im portan te  no transporte  em 
pontos quânticos. D esta form a tem os que a análise de bilhares com m uitas partículas 
interagindo é de grande relevância, tan to  conceitualm ente quanto na prática. A tu­
alm ente tem os estudos com bilhares clássicos uni e bidim ensionais em sistem as com 
um a ou m ais partícu las [11, 12], e sistem as quânticos com mais partículas em geo- 
m etrias unidim ensionais [13].
A presentam os nesta  dissertação um  m odelo quântico para  um  bilhar 
circular bidim ensional com duas partículas confinadas no seu interior. As partículas 
interagem  no in terior do b ilhar via um potencial do tipo  Yukawa. Este tipo de 
potencial foi escolhido, en tre  outros fatores, por te r um  parâm etro  de alcance bem 
definido. A lém  disso sua form a exponencial nos perm ite  m odelar qualquer interação 
residual que ocorra no sistem a. A m otivação para  o trabalho  foi a possível aplicação 
de tais m odelos quânticos para  descrever sistem as com várias partículas em situações
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realísticas, como por exem plo, os quarks dentro de um  nucleon. 0  objeto  de estudo 
e análise serão os níveis de energia do modelo acim a citado.
Tendo em vista  o interesse em fazer a descrição quântica para um 
bilhar de partículas interagentes, o objetivo deste trabalho  foi estudar da form a mais 
com pleta possível o sistem a de duas partículas interagindo via um potencial do tipo 
Yukawa, num  bilhar circular bidim ensional.
A definição de um parâm etro  relativo à razão entre as massas das 
partículas foi tam bém  de im portância  crucial para  que obtivéssem os resultados mais 
abrangentes sobre a d inâm ica do sistem a. U m a análise clássica da distribuição dos 
vários m om entos lineares, devido ao choque das partícu las, em função das massas 
foi feita por C asati et al [15]. 0  efeito desta d istribuição dos m om entos lineares foi 
tam bém  analisado por Van Vessen at al [13] em bilhares quânticos unidim ensionais, 
onde a razão en tre  as m assas se dem onstrou ser tam bém  um  aspecto fundam ental 
no tipo de d inâm ica do sistem a.
Podem os resum ir da seguinte form a os pontos principais deste trab a ­
lho:
(i) M ontar e diagonalizar o H am iltoniano, encontrando os níveis de 
energia do sistem a p ertu rbado  e fazer as estatísticas de níveis;
(ii) A nalisar a dinâm ica do sistem a in teragente, no sentido dela ser 
regular, m ista  ou caótica, sob a variação dos parâm etros que influenciam intrinseca­
m ente o sistem a.
No capítu lo  2 faremos um a breve apresentação  de alguns conceitos 
que são relacionados ao assunto da dissertação. Falarem os de integrabilidade e com­
portam ento  caótico de um  sistem a, já  in troduzindo alguns conceitos estatísticos de 
singular im portância  para  as conclusões da pesquisa. Alguns com entários sobre si­
m etrias em sistem as quânticos serão tam bém  apresentados e em  seguida veremos um 
pouco da teoria  das m atrizes randôm icas. As estatísticas P(s)  e A 3 serão com en­
tadas em  sequência. F inalizando o capítulo, apresentam os ainda o conceito de caos 
ondulatório. E sta  recente descoberta, do cham ado caos ondulatório  [16], se refere a 
classes de sistem as onde as características de caos quântico  surgem  apesar de seus
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análogos clássicos não apresentarem  caos. Este ponto está  em contraste ao que foi 
mencionado an terio rm ente  com a definição de caos quântico.
B ilhares que dem onstram  dinâm ica regular e tam bém  outros com 
dinâm ica caótica serão o assunto do capítulo 3, assim como alguns fatores de tran ­
sição de um  caso p ara  o outro.
No capítu lo  4 apresentarem os as soluções analíticas para  a descrição 
quântica de um  sistem a com um a e depois duas partículas livres confinadas num 
bilhar circular. Com eçarem os o estudo analítico do b ilhar circular com as duas 
partículas in teragentes confinadas em  seu interior no capítulo  5. Apresentarem os 
o Potencial de Yukawa, bem  como os parâm etros que utilizarem os para  variar sua 
intensidade e seu alcance dentro  do bilhar. Neste capítulo  utilizarem os a base de 
autovetores do caso an terior (das duas partículas confinadas sem interação) para 
expandir este caso das partícu las interagentes. M ontarem os qualitativam ente a re­
presentação m atric ia l do H am iltoniano e encontrarem os as integrais que nos levarão 
aos elem entos da m atriz .
0  capítu lo  6 t ra ta  de form a deta lhada  dos procedim entos numéricos 
que utilizam os para  m on tar e diagonalizar a representação m atricia l do H am ilto­
niano. No capítu lo  7 apresentarem os alguns dos resultados obtidos. 0  parâm etro 
relativo à razão en tre  as m assas das partículas será então  definido, visando a análise 
dos resultados p ara  o sistem a de partículas com m assas iguais e massas diferentes. 
As estatísticas de níveis realizadas para  várias com binações dos três parâm etros de­
finidos, Vo (in tensidade do potencial), a  (alcance do potencial) e 7 (razão ~  entre as 
massas das partícu las 2 e 1, respectivam ente), nos perm itirão  conjecturar aspectos da 
dinâm ica do sistem a, como o fato dela se apresentar integrável, caótica ou m ista. Os 
resultados obtidos, considerando principalm ente a variação do parâm etro  7 , da re­
lação entre as m assas, nos conduzirão a um a in teressan te discussão sobre a influência 
deste aspecto intrínseco do sistem a na sua d inâm ica. Serão apresentados tam bém  
alguns gráficos dos níveis de energia em  função do potencial onde poderemos ver a 
repulsão en tre  os níveis, aspecto característico  de um  sistem a que apresenta caos. As 
conclusões e sugestões p ara  trabalhos futuros serão apresentadas no capítulo 8.
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Capítulo 2 
Caracterização do Caos Quântico
Com eçaremos este capítu lo  abordando brevem ente um a discussão que se faz bastan te  
extensa na lite ra tu ra  sobre a dinâm ica integrável ou não de sistem as clássicos e seus 
análogos quânticos. Em  seguida, tam bém  de form a breve, falarem os sobre sim etrias. 
A inda na análise do tipo  de d inâm ica que um  sistem a pode apresen tar, faremos um a 
introdução no conceito de m atrizes randôm icas e em alguns m étodos estatísticos 
que são utilizados para  verificar a existência ou não de caos na d inâm ica de um 
sistem a. P ara  um a visão mais geral do assunto, finalizam os o capítulo com um 
com entário sobre cicatrizes e caos ondulatório. Todos estes conceitos dem onstram  
um razoável grau de com plexibilidade e para  sua to ta l com preensão exigiriam  um a 
mais extensa discussão. Como este não é o objetivo deste trabalho  apresentam os 
neste capítu lo  apenas alguns aspectos destes conceitos que se m ostram  interessantes 
com entar dentro  do problem a aqui tra tado .
2.1 Integrabilidade e Sistem as C aóticos
Seja um  sistem a H am ilton iano  com N  graus de liberdade. Se a equação de H am ilton- 
Jacobi for separável em  N  equações independentes, a H am ilton iana é d ita  integrável. 
As constantes de separação /, são cham adas constantes ou integrais de movim ento 
[17]. No sentido de Liouville (1855), um  sistem a com N  graus de liberdade é inte­
grável se existem  N  constantes de de m ovim ento. Além disso, estas N  constantes 
/, devem  estar em  involução, ou seja, os parêntesis de Poisson devem  se anular para 
cada par de constantes { / t , I j}  = 0 .
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A dinâm ica de um  sistem a clássico pode ser regular, no caso dele ser 
integrável, m ista  ou caótica. Um a característica  de um  sistem a que exibe caos é 
dem onstrar sensível dependência às condições iniciais.
P ara  ilustração, vamos considerar a evolução de um  sistem a clássico, 
observando duas condições iniciais vizinhas Xi(0) e x 2(0) =  Xi(0) +  A(0). Imagi­
namos que elas são evoluídas através do tem po por um  sistem a dinâm ico contínuo 
dependente do tem po. As órbitas X i(í) e x 2(í) podem  ser vistas na figura 2.1.
*i(0)
F igura  2 .1 : Evolução no espaço de fase de duas trajetórias vizinhas.
Num tem po t a separação entre  as duas órbitas é A (i) =  x 2(í) — Xi(í). Se no 
lim ite |A (0)| —> 0 , ou seja, para  condições iniciais o m ais próxim as possível, e pa­
ra um grande valor de í, as órbitas continuam  evoluindo e a diferença entre as 
distâncias que as separam  (| A (t)|) cresce exponencialm ente em  relação a A (0) (is­
to é,| A (t) /A (0 ) | ~  exp (ht),  h >  0), então dizemos que o sistem a dem onstra sensível 
dependência às condições iniciais e é caótico.
Na descrição quân tica  de sistem as clássicos observamos algumas ca­
racterísticas que distinguem  tam bém  a dinâm ica integrável da caótica. A análise 
estatística  dos níveis de energia de um  sistem a quântico, que será vista com mais 
detalhes na seção 2.2 .1 , é um a das propostas utilizadas p ara  verificar se o sistem a 
é integrável ou não. Um exem plo típico de um  sistem a não-integrável é o núcleo 
atômico. Os níveis de energia de um  grande núm ero de núcleos, incluindo seus 
números quânticos, têm  sido determ inados na espectroscopia nuclear [18]. P ara esta 
análise esta tís tica , no caso de núcleos atôm icos, devemos prim eiro  organizar os níveis 
de energia em  um  subespectro  com dado m om ento  angular e paridade de números 
quânticos, que são as constantes de m ovim ento neste caso, além  da energia total. 
A distribuição P(s)  dos espaçam entos sn en tre  os autovalores vizinhos en e en+i 
(níveis de energia vizinhos após o desdobram ento do espectro) é a mais conhecida 
propriedade espectral. Como exem plo apresentam os na figura 2.2 os resultados da
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famosa com pilação de níveis de energia de um  grande núm ero de diferentes núcleos 
e classes de s im etria  feita  por Bohigas e colaboradores [19, 20]. Na lite ra tu ra  o con­
jun to  de dados é conhecido como ensemble de dados nucleares. A linha sólida (GOE) 
corresponde a d istribuição  de Wigner:
P( s )  =  | s e x p ( - ^ . s 2). (2.1)
P(s)
Figura 2.2: D istribuição da distância entre os vizinhos próxim os para os dados do ensemble
nuclear. No eixo horizontal tem os os espaçam entos s n . O histogram a contém  ao total 1726 níveis 
de energia de 32 diferentes núcleos. A linha sólida corresponde a ditribuição de W igner (figura 
extraída de [21]).
No caso de um  sistem a integrável o h istogram a do espaçam ento entre 
os auto-valores vizinhos se apresenta de um  m odo diferente, se aproxim ando da 
outra  linha sólida, que tam bém  pode ser v ista  na figura 2 .2, a qual corresponde a 
distribuição de Poisson.
Nos sistem as integráveis tem os um a m aior concentração dos espaça­
mentos próxim o a origem , enquanto  que na d istribuição de W igner isso não ocorre, 
dem onstrando que os autovalores tendem  a se repelir uns aos outros. E essencial que 
somente subespectros pertencentes ao mesmo conjunto de núm ero quânticos entrem  
na análise, como foi citado  neste exem plo do núcleo atôm ico, ao organizar os níveis 
em um subespectro  com dado m om ento angular e paridade de núm eros quânticos.
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2.2 Sim etrias
Simetria é um conceito de grande importância na Física. Na mecânica clássica si­
metrias estão associadas a constantes de movimento, enquanto  que na mecânica 
quântica toda  sim etria  dá origem a um novo número quântico. Os sistemas conser­
vatives são de especial importância. Se o operador Ham iltoniano H  não depende 
explicitamente do tem po entào a equação de Schrödinger
P ara  H am iltonianos conservativos a energia é consequentem ente um a 
constante de m ovim ento, com um  núm ero quântico correspondente n qualificando 
as auto-energias do sistem a. Se houver mais sim etrias, o sistem a pode ser mais
o operador H am iltoniano é invariante com respeito a um a operação de sim etria, 
por exemplo, associada a um  operador R. A través de um a conveniente escolha de
então, ao invés de diagonalizar toda  a m atriz, d iagonalizar um  único bloco, não 
m isturando assim  níveis de energia que não estão correlacionados entre si, relativos
( 2 .2 )
pode ser separada da forma
(2.3)
onde i>n{x) obedece a equação de Schrödinger estacionária
(2.4)
simplificado. 0  problem a de resolver a Equação de Schrödinger fica reduzido a 
diagonalização da representação m atricial do H am iltoniano [21]. Vamos assum ir que
base e m ontagem  da m atriz  poderem os tê-la na form a bloco-diagonal. Podemos
a diferentes núm eros quânticos. G rande parte  do processo de diagonalização foi 
realizado au tom aticam en te , pelo uso de m era sim etria.
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2.3 Caracterização do Caos em  Sistem as Quânticos
Como já  foi dito anteriorm ente , alguns critérios são utilizados para a caracterização 
do caos em sistem as quânticos. Veremos agora de form a um  pouco mais detalhada 
a análise esta tís tica  dos níveis de energia. As principais entre elas são a estatística  
P(s)  e a esta tís tica  A 3. No caso do sistem a apresentar caos as estatísticas concordam 
com os resultados obtidos da teoria das m atrizes randôm icas, apresentada a seguir.
2.3.1 Teoria das M atrizes Randôm icas (TM R)
A TM R foi inicialm ente concebida para  analisar a possibilidade de algum  ordena­
m ento no espectro  de núcleos complexos. Era conceituada como um a aproxim ação 
estatística  para  um  sistem a com m aior núm ero de graus de liberdade. A teoria foi 
desenvolvida nos anos cinqüen ta  e sessenta por W igner, Dyson, M ehta e outros. 0  
interesse na T M R  cresceu enorm em ente quando Bohigas, Giannoni e Schm it [22] 
presum iram  que a teo ria  poderia  ser aplicada para  todos os sistem as caóticos, inde­
pendente do sistem a físico considerado. Nos anos seguintes fortes evidências foram 
obtidas com provando que esta  suposição estava correta.
Duas monografias neste assunto devem  ser m encionadas. A prim eira, 
Random Matrices foi escrita  por M ehta [23], um  dos pioneiros na área. E este é, 
contudo, um  livro p ara  especialistas. A o u tra  m onografia, Assinaturas Quânticas 
do Caos, de Haake [24], tem  agora poucos anos depois de sua prim eira aparição, 
se tornado a introdução  padrão neste campo. Em vista da lite ra tu ra  já  existente 
serão utilizados aqui som ente conceitos básicos cujo conhecim ento é indispensável 
para um a introdução no assunto. Deduções m atem áticas serão apresentadas apenas 
como exemplos para  dar um a idéia da técnica aplicada.
E nsem bles G aussianos
Definiremos agora os três tipos de ensem bles genéricos de m atrizes 
randôm icas, que são definidos em  term os das propriedades de sim etria  dos Ham ilto- 
nianos.
D istribuições de W igner para  o espaçam ento de vizinhos próximos são 
obervadas em  um a grande variedade de sistem as, desde núcleos atôm icos até  bilhares 
de m icroondas. A aproxim ação in troduzida por W igner difere em modo fundam ental
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da aplicação padrão dos conceitos estatísticos em física. Na m ecânica esta tís tica  pa­
drão consideram os um  ensem ble de sistem as físicos idênticos, todos governados pelo 
mesmo H am iltoniano mas diferindo nas condições iniciais, e calculam os as funções 
term odinâm icas pela m édia sobre este ensemble. VVigner procedeu de m odo diferen­
te: Ele considerou ensem bles de sistem as dinâm icos governados por H am iltonianos 
diferentes com algum as propriedades de sim etrias em com um . E sta nova aproxi­
mação esta tís tica  focaliza sua atenção nas propriedades genéricas que são comuns a 
(quase) todos os m em bros do ensem ble e as quais são determ inadas pelas sim etrias 
subjacentes.
Assume-se sem pre que todo núm ero quântico conservado, como spin 
ou paridade, são utilizados de modo que a representação m atricia l do H am iltoniano 
se torne bloco-diagonal, cada bloco sendo caracterizado por um  conjunto fixo de tais 
números quânticos. T rabalham os apenas com um  único bloco em m uitos casos.
Usando os resultados do grupo teórico de W igner [25], Dyson [26], 
existem  três ensem bles genéricos de m atrizes randôm icas, definidos em term os das 
propriedades de sim etria  dos H am iltonianos.
1. Sistem as invariantes por reversão tem poral e com sim etria  rotacional. -Para tais 
sistem as os H am iltonianos podem  ser escolhidos reais e sim étricos,
Hmn =  Hnm =  H ^ n. (2.5)
Sistemas invariantes por reversão tem poral com spin inteiro e sim etria  rotacional 
quebrada tam bém  pertencem  a este ensemble.
2. Sistem as nos quais a invariância por reversão tem poral é violada. Um exemplo é o 
H am iltoniano de um  elétron num  cam po m agnético externo fixo. P ara  tais sistem as 
os H am iltonianos são H erm iteanos,
ff™ = HL- (2-6)
3. Sistemas invariantes por reversão temporal com spin semi-inteiro e simetria rota­
cional quebrada. As matrizes podem ser escritos em termos das matrizes de spin de 
Pauli <t7  com 7  =  1,2,3. Os Hamiltonianos têm a forma
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ff™  =  f f S i  2 - < è f f s ^7= 1
(2.7)
onde todas as quatro  m atrizes /fG j com 7 =0 ,...,3  são reais e é sim étrica en­
quanto com 7 =  1,2,3 são anti-sim étricas.
Os três ensem bles canônicos são então definidos: A prim eira  sim etria  corresponde ao 
Ensemble O rtogonal G aussiano (G OE). 0  Ensem ble U nitário  Gaussiano é relativo 
a segunda sim etria  (G U E) e a terceira sim etria  corresponde ao Ensemble Simplético 
Gaussiano (G SE).
D esd ob ram en to
A ntes de chegarm os aos resultados que nos interessam , o espectro E t 
deve ser colocado de um a força que possa ser com parado quan titativam ente  com 
espectros de outros sistem as. Isto é obtido utilizando-se um  procedim ento cham ado 
desdobram ento, que consiste em  converter o espectro de energias Ei em  um  conjunto 
de núm ero adim ensionais e,. Isto é obtido traçando-se um  h istogram a cum ulativo de 
Ei (N { E ) na  figura 2.3), o que nos perm ite estim ar o núm ero de autoestados com 
energia m enor ou igual a Ei. A justando um a função N av(Ei) (N av( E ) na figura 2.3) a 
este h istogram a, podem os ob ter o novo espectro definido, agora, como e, =  N av(Ei).
Figura 2.3: Espectro da distribuição dos níveis de energia N ( E ) ,  e espectro desdobrado ( “unfol­
ded”) N av(E).  Figura extraída de [43].
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U tilizando-se o espectro desdobrado a d istribuição dos espaçam entos 
sz = ez+i — et en tre  dois níveis sucessivos pode ser lançada em  um  histogram a P{s).
2.3.2 E statística  P(s)
Como foi dito acim a, através da esta tística  P ( s ) os espaçam entos entre os níveis su­
cessivos e2+i e e{ podem  ser plotados como um histogram a. P ara  sistem as integráveis 
o histogram a se aproxim a da distribuição de Poisson:
P(s)  = e~s. (2.8)
E sta  d istribuição é obtida quando a posição de dois níveis de energia 
sucessivos não são correlacionados. Neste caso não acontece o fenômeno da repulsão 
entre os níveis de energia e tem os um  grande núm eros de espaçam ento de níveis 
próximo à origem  (observe a figura 2.2).
No caso de um  sistem a caótico a esta tís tica  P(s)  se aproxim a da 
distribuição o b tida  pela Teoria das M atrizes R andôm icas, apresen tada anteriorm ente 
(observe a curva G O E na figura 2.2). Observamos neste caso que existe um a repulsão 
entre os níveis de energia. Em  contraste com os sistem as integráveis a distribuição 
m ostra poucos níveis a pequenas distâncias, dem onstrando que os autovalores tendem  
a se repelir uns aos outros.
2.3.3 E statística  A 3
Define-se a estatística A 3 , introduzida por Dyson e Mehta [27], como uma medida de 
quão bem qualquer extensão do espectro, de comprimento L, pode ser aproximada 
por uma reta:
1 J m a x
Ã^(L) =    A ÁZj ,L) ,  (2.9)Jmax j-~i
com
A 3(zj, L) =  M i n AjtB]j  í  3 J  [N(x)  -  AjX -  B t f d x ,  (2 .1 0 )J z3~~2
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onde N (x )  é o espectro desdobrado. 0  centro do intervalo L é em zr  Uma vez que 
A 3(zj, L) depende fortem ente de zj, a média é feita sobre um grande número de tais 
intervalos, contidos entre o maior e o menor autovalor X[ e x n.
A  3
F ig u r a  2 .4 : E statística  A 3. Os pontos são relativos ao espectro de níveis de energia do sistem a. 
Figura extraída [13].
Em  sistem as quânticos cujo análogo clássico é caótico, a estatística  
A 3 tem  a form a aproxim ada [28] (L > >  1):
Ã ^ =  \ ( L -  0 ,0687). (2.11)7T
Em sistem as quânticos cujo análogo clássico é integrável, a função A 3( z j ,L )  tem  a 
seguinte forma:
5  =  (2-12)
Observe a figura 2.4.
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2.3,4 C icatrizes
Ainda sobre a caracterização de caos em sistemas quânticos podemos citar um 
fenômeno que ocorre em determinados autoestados de um sistem a caótico. Heller [29] 
apresentou em 1984 o que chamou de cicatrizes. Ele dem onstrou que é possível que 
a função de onda seja mais intensa justam ente  sobre as regiões do espaço de configu­
ração onde haveria órbitas periódicas instáveis do sistem a clássico correspondente. 
Podemos observar um  exemplo na figura 2.5.
Figura 2 .5 : N a figura superior: órbita clássica altam ente instável; na inferior: um autoestado  
deste m esm o sistem a quantizado. Figura extraída de [43].
2.3.5 Caos ondulatório
Citam os na  in trodução  que o term o “caos quântico” é  entendido  como a descrição 
quântica de sistem as clássicos caóticos. No entanto , precisam os cham ar a atenção pa­
ra um  ponto  que e stá  em  con traste  ao que foi m encionado em  relação a esta  definição, 
que é a recente descoberta  do cham ado caos ondulatório  [16, 30]. No caos ondulatório 
as características de caos quânticos surgem  para classes de sistem as cujos análogos 
clássicos não apresen tam  caos. D iferentes m ecanism os tem  sido propostos para  ex­
plicar sua origem , m as o certo é que as características ondulatórias das partículas
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quânticas, que dão origem  ao tunelam ento  e ao espalham ento  estão intim am ente re­
lacionadas a este fenômeno. Os métodos de caracterização de caos ondulatório são 
os já  m encionados para  o caos quântico “usual” . U m a diferença, en tretan to , é que 
talvez não h a ja  mais sentido em falar em cicatrizes, um a vez que o análogo clássico 




Um bilhar clássico consiste de um a partícu la  puntiform e que se move livrem ente num 
domínio com pacto  de um  espaço d-dim ensional, a qual é refletida elasticam ente pelas 
fronteiras deste dom ínio. Nos restringim os a d  =  2. No caso de bilhares clássicos 
consideramos as órb itas que a partícu la  descreve dentro  deste ao colidir elasticam ente 
com as paredes. Exem plos de órbitas clássicas podem  ser vistos na figura 3.1.
Figura 3 .1 : Ó rbitas caóticas no bilhar Pascalian snail. À direita órbita periódica no bilhar
circular.
Exem plos de bilhares integráveis são fornecidos pelo círculo e pela 
elipse. E n tre  os m uitos exem plos de bilhares caóticos, dois têm  recebido particular 
atenção, o b ilhar Sinai que consiste de um  quadrado com um  círculo no seu interior (a 
partícula se move no dom ínio en tre  o quadrado e o círculo) e o estádio Bunimovich, 
que é de form a oval e consiste de duas seções paralelas igualm ente retas que são 
unidas por dois sem i-círculos, como m ostra  a figura 3 .2 . No bilhar Sinai o caos é
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devido ao efeito de desajustam ento  da reflexão no círculo em seu interior. No estádio 
Bunimovich surge caos porque as linhas retas destroem a invariância de rotação 
dos dois semi-círculos. A lternativamente, a dinâmica caótica pode ser atribuída a 
um efeito singular de m udança em sua geometria. Sinai e Bunimovich [31, 32. 33] 
m ostraram  que ambos bilhares são com pletamente caóticos e pertencem a classe de 
Bernoulli, isto é, os sistemas dinâmicos que apresentam caos forte.
Figura 3 .2 : Quatro im portantes bilhares: o estádio Bunim ovich (no alto à esquerda), o bilhar 
Sinai (no alto à direita), o Pascahan snail  (em baixo à esquerda) e o bilhar anular (em baixo à 
direita). Para reduzir as sim etrias estes bilhares devem ser cortados ao longo dos eixos de sim etrias, 
que estão desenhados com o linhas pontilhadas.
O análogo quântico do bilhar clássico é descrito  pela equação de 
Schrõdinger estacionária com as condições de contorno de Dirichlet (a função de 
onda desaparece nas fronteiras). Os níveis de energia do sistem a são calculados pela 
diagonalização da m atriz  do H am iltoniano. Focalizam os nossa atenção nas proprie­
dades de flutuações espectrais dos bilhares quânticos. Em  con traste  com a densidade 
de níveis, estas propriedades dependem  sensivelm ente da form a da fronteira. P ara  
analisar as flutuações espectrais é im portan te  usar apenas níveis que pertençam  ao 
mesmo conjunto de núm eros quânticos. Isto é feito rem ovendo-se as sim etrias do 
problem a, como foi explicado na seção 2 .2 .
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M cDonald e K aufm an [34] investigaram  num ericam ente o espectro 
dos níveis de energia do círculo, um  sistem a classicam ente integrável. Os resultados 
da distribuição de espaçam entos, esta tística  P(s),  são m ostrados na figura 3.3 (a). 
Acúmulo de níveis e degenerescências devido a ausência de repulsão de níveis podem 
claram ente ser vistas. Temos um  grande núm ero de espaçam entos próximo a origem 
e o h istogram a concorda bem  com a distribuição de Poisson.
Figura 3.3: D istribuição do espaçam ento dos vizinhos próxim os de níveis de paridade ímpar no 
círculo (a) e do estádio Bunim ovich (b).
Bilhares caóticos se com portam  bem  diferente. Em seu trabalho  pio­
neiro de 1979, M cDonald e K aufm an [34] calcularam  num ericam ente as autoenergias 
e autofunções do b ilhar Bunim ovich. Eles m ostraram  que a distribuição dos es­
paçam entos é do tipo  W igner e acen tuaram  a diferença qualita tiva  com a distribuição 
dos espaçam entos do círculo, calculado no m esm o artigo, figura 3.3 (b). M cDonald 
e K aufm an [34] a trib u íram  esta  diferença a in tegrab ilidade ou não-integrabilidade 
clássica dos dois casos. Eles tam bém  observaram  que as linhas das autofunções no 
estádio B unim ovich não se cruzam . Este fenôm eno está  relacionado com a repulsão 
dos níveis de energia e será discutido na seção 7.3 do capítu lo  7.
O prim eiro estudo realizado da transição  do espectro de flutuações 
num bilhar, de regular para  caótico, é provavelm ente devido a Robnik [35] em 1984. 
Através da variação de parâm etros definidos foi possível observar a transição do caso 
integrável p ara  o caótico. Seu bilhar está  relacionado com o Pascalian snail , que é 
um dos tipos de b ilhar que apresentam  caos, observe as figuras 3.1 e 3.2. 0  bilhar
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anular, in troduzido por Bohigas at al. [36], consiste da área entre dois círculos com
diferentes raios, observe a figura 3.2. 0  bilhar é integrável apenas quando os círculos 
sáo concêntricos. As propriedades do sistem a dependem  de dois parâm etros, a razáo 
entre os dois raios e a d istância  entre os dois centros. Basicam ente, o caos surge 
nestes casos como consequência da geom etria, ou condições de contorno, do bilhar.
U m a o u tra  situação, bastan te interessan te e recente, é a possibilidade 
de encontrar caos em  sistem as unidim ensionais com poucas partículas interagentes. 
Van Vessen, et al [13] m ostraram  recentem ente que um  dos fatores relevantes para 
que um sistem a quântico  form ado por duas partículas confinadas num  bilhar uni­
dim ensional apresente características caóticas é existir um a razão diferente de um 
entre suas m assas. Foram  analisados sistem as onde as partícu las interagem  por po­
tenciais de curto  alcance, em particular por funções 5. Foram  consideradas tam bém  
situações onde havia potenciais externos, tam bém  dados por á ’s. Os parâm etros 
relevantes destes sistem as foram  a relação entre as m assas das partículas e a in­
tensidade das interações. Tam bém  im portantíssim o foram  as condições de contorno 
escolhidas, periódicas (círculo) ou paredes infinitas (caixa). 0  aspecto dinâm ico que 
gera a transferência  de m om ento nos choques é regido pela razão entre as massas 
das partículas ser diferente de 1. E n tretan to , dependendo das condições de contorno 
isto pode ser ou não realçado. P ara  a caixa o efeito é fortem ente intensificado, ge­
rando um  intervalo enorm e de possíveis valores para  os m om entos das partículas nos 
m últiplos espalham entos. Assim, seguindo a idéia usual de que estados quânticos 
caóticos podem  ser pensados como com binação linear de ondas planas aleatórias, 
então esta  argum entação  consegue explicar o com portam ento  caótico encontrado 
nesta situação.
Um  análise clássica da distribuição dos vários m om entos lineares, de­
vido ao choque das partícu las, em função das massas foi feita  por Casati et al [15]. 
0  com portam ento  dinâm ico de um  sistem a unidim ensional form ado duas partículas, 
consideradas como esferas rígidas, é exam inado do ponto  de v ista  da quebra de er- 





e 7 é a razão entre a,s m assas clas partículas, é satisfeita, m ostrou-se [15] que o 
sistem a clássico unidim ensional pode ser integrável ou não dependendo do valor de 
i]. Observou-se que quando a razão entre as massas (7 ) é tal que 77 é um número 
racional o sistem a é integrável e o sistem a é caótico quando 77 é um  núm ero irracional. 
Este com portam ento , em função das massas, foi tam bém  observado nos sistemas 
quânticos unidim ensionais com duas partículas interagentes [13], citado acima.
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Capítulo 4 
Partícula livre no bilhar
Faremos neste capítu lo  um a revisão de alguns casos existentes na lite ra tu ra . Apre­
sentam os a solução dos problem as de um a e duas partículas livres confinadas no 
círculo [14]. A solução para  o caso de um a partícu la  confinada servirá de base para 
o segundo caso, de duas partículas confinadas sem interação. O resultado deste se­
gundo caso será utilizado, por sua vez, como base para o problem a que discutim os 
neste trabalho , o b ilhar circular com duas partículas interagentes.
4.1 Prim eiro caso: U m a partícula
F ig u r a  4 .1 : U m a partícula livre no bilhar circular.
Consideram os prim eiro  o caso de um a partícula  confinada num  círculo. 0  Ham ilto- 
niano é dado pela expressão:
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n  =  (4 .1 ;
onde fi é a m assa da partícula.
2/i
Podemos obter um a solução analítica para este problem a resolvendo a Equação de 
Schrõdinger Independente do Tempo em coordenadas polares. Temos então ip(x) = 
xl>{r,0)
E -  V 2</>M ) =  £ ty (r ,0 ) . (4.2)1(1
—  ̂Li EV 2'i/’(r, 0) =  4’(r,6).  (4.3)
Fazendo k 2 = e passando tudo para  o prim eiro m em bro da igualdade temos:
( V 2 + k 2)^ ( r , 9 )  =  0. (4.4)
Escrevendo V 2 em coordenadas polares e substitu indo  na equação 4.4, temos:
^  +  +  ^  +  =  (4.5)
Usando o m étodo  da separação de variáveis, fazemos i/j(r,9) =  R(r)Q(6).  A equação
4.5 fica então:
dr2 r ar r 2 d92
Dividindo por R(r)Q(9)  tem os:
1 <Pfl(r) + _ J _ d R M  + 1 <?&(«) =  _ e  (4 ?)
R(r)  dr2 rR (r )  dr r 2Q(9) d02
2 .  /  .M ultiplicando os dois lados da igualdade por p* chegamos a separação das variáveis
r e 6.
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2,2 r2 d2R{r) r clR(r) = _____ 1 d20 (0 )
r Rir )  clr2 R(r) dr 0 (0 ) dd2 ' 1 ‘ ’
Para. que esta  igualdade seja verdadeira cada m em bro da equação deve ser igual a 
um valor constan te  que cham arem os de m 2.
i d2Q(9) 2
0 (0 ) d92 m  , (4.9)
2 2  r 2 d2R(r)  r dR(r)  2
r  k  +  +  W ) ~ * ~  ~  m  ' ( 4 J 0 )
Resolvendo a equação 4.9 temos:
d2Q{9) = —m 2Q(0),  (4.11)d 9 2
Q(9) = e± m \  (4.12)
impondo que
0 (0) =  0 (0  +  2tt), (4.13)
temos que m  é um  núm ero inteiro.
Encontram os a solução para  a parte  angular do problem a, p o rtan to  o núm ero quântico 
m  está relacionado ao m om ento angular da partícula.
Para a equação rad ial 4.10 m ultiplicam os por R(r)  os dois lados da igualdade e em 
seguida fazemos R(r) = y e r =  x
y x 2k 2 +  x 2y n +  x y ' — y m 2 =  0. (4.14)
Fazendo a substitu ição  de variáveis k x  =  z, tem os que y r =  e chegamos a função 
de Bessel:
z 2y" +  z y f + (z 2 -  m 2)y — 0, (4.15)
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Figura 4 .2 : Funções de Bessel. Figura extraída de [41]. 
que tem  como solução: J m(z) = onde:
, ( - i r ( f c x ) 2”J mikx )  =  (kx)  > ——--------------- —.22n+mn!(n +  m)!
Observe na figura 4.2 a representação gráfica da função de Bessel. 
F inalm ente a função de onda para  um a partícula  será:
x/>(r,6) = Jm(kr)e±imS.
C ondições de C ontorno em  r:
(4.16)
(4.17)
Temos que a partícu la  está  confinada dentro  de um  círculo de raio r 0, logo a função 
de onda deve se anular na fron teira  deste círculo.
v]/(r =  r 0, 9) = 0, D irichlet (4.18)
o que im plica que
(4.19)
Representam os as raízes não triviais [41] de Jm(kr0) por a mn. Os valores dos k ’s 
apropriados p ara  esta  condição de Dirichlet são:
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kmn =  ^  (m =  0, 1, 2, 3 . . . . .  rc =  1 , 2 . 3 . . . . ) ,  ro (4.20)
onde n é o núm ero quântico radial e im plica na quantização da energia dada por:
onde A mn é a constante  de norm alização e os índices m  e n são relativos ao m om ento 
angular e à energia da partícu la , respectivam ente.
Note que p ara  cada m om ento angular m , tem os vários zeros, ou seja, 
vários n's (veja figura 4.2) que satisfazem  a equação 4.19.
Da condição de norm alização tem os então que:
(4.21)
A função de onda para  um a partícu la  no bilhar circular é então:
ipmn{r,0) =  A mnJ m(kmnr )e±!m6* (4.22)
(4.23)
rro . .
/  d6 /  rdr \A \2Jm(kmnr)e Jm(krnn)e~ = 1, (4.24)J 0 J 0
\A\22tt í  r[Jm(kmnr)]2dr =  1.J 0 (4.25)
U tilizando a integral de norm alização [41] chegamos ao resultado final:
A-, 1 (4.26)mn —
T « A n  +  l  77171 r o ) '
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4.2 Segundo caso: Duas partículas sem  interação
Figura 4 .3 : Duas partículas livres no bilhar circular.
Temos neste caso duas partículas confinadas sim ultaneam ente  no bilhar circular, 
sem interação  en tre  elas. Consideram os as partículas distiguíveis para  este caso 
como tam bém  p ara  o caso com interação, que será visto no próxim o capítulo. 0  
H am iltoniano do sistem a é dado pela expressão:
Pi PqH = t  + t '  < 4 ' 2 7 )
onde fi\ é a m assa da p artícu la  1 e /í2 é a m assa da partícu la  2.
A solução ana lítica  p ra  este caso é então o produto  das soluções do caso anterior:
^ i l,2(ruO l , r 2,92) = '4’mini(r uOl)'4’m2n2{r2,02), (4.28)
onde os índices m i n i  e 77̂ 2^ 2, das funções de onda das partículas 1 e 2, foram  subs­
titu ídos por i 1 e i 2 na  solução do sistem a.
Este caso é im p o rtan te  pois, in troduzindo a notação de Dirac, | ^ ílí2 > serão os ve­
tores que usarem os como base para  expandir o caso interagente. A través de cálculos 
numéricos m ontarem os a representação m atricial do H am iltoniano e através da di­
agonalização da m atriz  os autovalores, ou seja, os níveis de energia, serão obtidos. 
Este é um  m étodo  padrão, encontrado em livros tex to  [28], sendo m uito  usado e com 
grande u tilidade  em  diversas situações [37].
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P ara  sim plificar a notação não escreverem os explicitam ente a cons­
tan te de norm alização para  as partículas 1 e 2. Os núm eros quânticos { m i ,n i  e 
1112, 11-2 ) das constantes A\  e A 2 serão tam bém  indicados sim plesm ente pelo índice 
correspondente a cada partícula . D esta form a as funções de onda para as partículas 
1 e 2. respectivam ente, serão:
@1 ) — A \ J mx{kminir i ) e±zrnxdl, (4.29)
^m2n2( r2,02) =  A 2Jm2{km7n2r2)e±l1n2e2 . (4.30)
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Capítulo 5 
Duas partículas interagentes no 
bilhar
Consideram os finalm ente as duas partículas interagindo dentro  do bilhar. P ara  este 
problem a não tem os como resolver a Equação de Schrödinger analiticam ente. E sta­
mos interessados em  encon trar os níveis de energia do sistem a, e para  isso m ontam os a 
representação m atric ia l do H am iltoniano e diagonalizam os para  obter os autovalores 
de energia.
O H am ilton iano  deste sistem a será com posto pelo term o das partículas 
livres (H0) e pelo term o  do potencial (V)
H  = H0 + V, (5.1)
onde
H° = £  + é '  ( 5 ' 2 )
e
v  = V0 —  , (5.3)r
onde r =  |rf — r ^ .
0  potencial u tilizado  é conhecido na lite ra tu ra  como potencial de Yukawa. A m oti­
vação física para  escolherm os um  potencial do tipo  Yukawa vem , entre  outros fatores,
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do fato de term os um  parâm etro  de alcance bem definido neste potencial (parâm etro  
q ). Temos tam bém  o parâm etro  lo, que nos perm ite variar a intensidade da inte­
ração entre  as partículas. Um exemplo deste potencial m odelando interações entre 
elétrons confinados pode ser visto em [38], onde L. G. G. Dias da Silva e M. A. M. 
de Aguiar consideraram  o problem a de dois elétrons interagentes confinados em um 
bilhar quadrado  sujeitos a um  cam po m agnético ortogonal.
Como foi dito an teriorm ente, precisamos calcular os e lem en tos de m atriz do Ha- 
m iltoniano:
HtJ =< 'Ull2l/ /  > . (5.4)
Hij — < ^ 11*2 j2 > +  < (5*5)
onde
^*1*2 ~  Tl\ 07722 ri2 ? (5*6)
e
^j\j2 — <̂72*2 í (^-^)
onde os índices m i ,n  i , r a 2 e n 2 foram  m udados para  ç i , / ! , ç 2 e /2 para representar 
um outro estado de energia.
Lem brando que estam os usando como base os autovetores do caso em que as duas 
partículas estão livres, podem os calcular com facilidade os elem entos de m atriz  do 
term o Ho :
< > =  (El + E2)5ilj lSi2j2. (5.8)
0  problem a aqui é calcular os elem entos de m atriz  do term o do Potencial, ou seja, 
<  >■
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C álcu lo  d os e le m e n to s  da m atriz:
Expandindo o term o do potencial na base de autovetores das partículas 
sem interação cada elem ento de m atriz  é calculado seguindo a form a geral abaixo:
< ^ ú i 3\ V \ ^ jlj2 > =
r27T  /T o  r  2 tt r r  o r 2  tt
=  /  d0i /  r 1d r i / d02 /  r2dr2 /  A\A*27o 7o 7o 7o 7o
V  T ( 1 c  T ( 1 c  r ^ \ p ~ i r n 2 6 2^ 7̂711 Hl ' 1 /C 7̂712 V 7H2H2 ' 2 / C
’g-aln-rbl '
X r i  -  r2 (5.9)
Vemos que o potencial acopla as coordenadas 1*1 eT 2 de m odo que a integração de 5.9 
não é triv ia l. Vamos nos a te r a princípio nas integrais que envolvem apenas a parte  
angular das coordenadas. P ara  visualizarm os m elhor estas integrais agrupam os os 
term os em  0\ e 02:
| ^ i | 2 | A 2 |2 í  d01 í  r idr i  í  d02 í  r 2dr2 7o 7o 7o 7o
27r /To
n 1r i je *(9i
x Jm2(km2n2r2) e ^ - m^ D-a\ri-r2\
.  In  -  r21 Jqi{kq1ll T'i)Jq2(kq2i2r2). (5.10)
Para sim plificar os cálculos nas integrais em  91 e 62, fazemos a m udança de variáveis 
a seguir:
J  d0\d02 —y J  d0_ d0+ , (5.11)




0i O +  +  0-
e +  -  e .
(5 .1 4 )
(5 .1 5 )
F ig u r a  5 .1 : Transform ação das coordenadas: (61 ,^ 2) —> ($ + 1 # - )  com  os lim ites de integração.
Os novos lim ites de integração com preendem  duas áreas triangulares, um a à d ireita  
e a o u tra  à esquerda do eixo vertical (veja a figura 5.1). P ara  term os a integração 
com pleta precisam os então traba lhar em cada um  destes lim ites e somar as integrais. 
Desta form a tem os:
/ I rO — 1 r2ir rAix — 6-
dOx dd 2 - »  -  /  d 0 _  d 0 +  +  -  d e _  /  d e + .  (5 .1 6 )
2 J - 2tt J-s_ 2 J0 J9_
Ainda p ara  sim plificar o term o das exponenciais em $i e 02 fazemos tam bém :
a = q i -  m t ,
b =  ç2 — TO2- (5-17)
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Onde m i e q\ são os núm eros quânticos relativos ao m om ento angular da partícula 
1 antes e depois do choque, respectivam ente, e e q2 os da partícu la  2.
Escrevendo exp lic itam ente  a dependência do Potencial na p arte  angular temos:
V =  Vó
g - a y q + r ^ - 2 n r 2  c o s d -
\Jr l + r2 ~  “r l r 2 cos 0-
(5.18)
pois
r l — r 21 =  \Jr\  +  r\  — 2t \ t2 cos <9_. (5.19)
Após as substitu ições citadas acim a, a parte  angular, sem considerar a constante de 
norm alização, fica então:
I = f °  d e . r +6 ' d e + e ^ 9- eiS? ê+ F( cos 6 . )  +J — 27r J — d—
r 27T r4ir — 6— b , b
/  dd_ /  d6+ el~ 9-  e‘ 9+ F ( cos0_), (5.20)J o h -
onde
-a |r i - r2|
F( cos  0 —) =  — ------— . (5.21)R  -  r2\
Observamos que os valores de a e 6, como m ostra a equação 5.17, estão relacionados 
aos núm eros quânticos m e q. Tam bém  notam os que a integração em 6+ envolve 
apenas um a exponecial. E interessante então que investiguem os como se com porta 
a integral para  os casos em  que a +  6 ^ 0 e a  +  ò =  0.
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Primeiro caso: a +  b (çi +  q2 — m\ — m2) ^ 0
Após a integração em 9+ na equação 5.20 temos:
■ a — b n 2 r : a — b n : a - I -6  a  .d6_ F  c o s L ) ---- e '“ '9----------- -- e1“ '  ̂ e--27T i(a  +  6) 1 J
+  r  d e .  F{ c o s e . )  e ^ ° ~  , [ e - ' ^ 5- -  eiS¥ e-]. (5.22)70 Z Ç <3r —(— Ó)
Aplicando a propriedade d istribu tiva  e m ultiplicando as exponenciais em 9_ temos:
I = r  M _ m c o s » - )  _ e .
- 2 t r  í ( a  +  b)
2v 2F(cos<?_)
z(a +  6)+ f V de_ 2 t F OS^ } [e- M - -  elae-}. (5.23)2o  <z H- ò
Usando que:
f °  M _ 2 f / c o s ? - ) -  e - “ - ]
V—27t Z (<Z +  Ò)
= f 2* de_ 2 F (COs9~) [e-taô_ _ e76e_|_ (5 24)





í  dQ_ F(cos/9_) [sin(òéL) +  sin (a$—)] =  0. (5.25)Jo
Temos que F (co s0 _ ) é u m a função par de com o ponto  médio em 9_ =  7r. Por 
outro lado s in (a íL ), para  a inteiro, é função ím par de #_ com ponto médio em  =  7r, 
o que dem onstra  term os /  =  0.
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Segundo caso: a +  b (çq + q2 — m \ — m2) = 0
Neste caso a equação 5.20 se to rna  mais simples e após a integração em 6+ temos:
/  =  f °  cie_ F ( COS0_) eme- [(4tt +  0_) -  ( -# _ )]J-2ir
+  F *  d e .  F (cos0_ ) eia6~ [(4tt -  0_) -  (0_)]. (5.26)J 0
Usando novam ente a igualdade 5.23, chegamos a forma:
/  =  í  dd_ F(cos <9_) (47t — 2éL) 2cos(a0_). (5.27)7o
Esta integral não é necessariam ente nula.
R e s u m in d o :
Os resultados acim a podem  ser sum arizados da seguinte forma:
a +  b ^  0 —y I  — 0
a +  b =  0 —y I  pode ser ^  0 (5.28)
mas se a +  b =  0 —>• (çi — m i) +  (ç2 — ^ 2) =  0. E ntão  m i +  m 2 =  çi +  92? ou sej a > 0 
m om ento angular to ta l antes do choque tem  que ser igual ao m om ento angular to tal 
depois do choque.
Com estes resultados verificamos um a nova sim etria  no sistem a. Ob­
servamos que som ente quando os núm eros quânticos e 92 obedecem a
relação anterior podem os te r um  resultado diferente de zero para  o elem ento de m a­
triz calculado. Identificam os assim m ais um a quan tidade  conservada, o m om ento 
angular to ta l. D esta form a, podem os m ontar a representação m atricial do Ham ilto- 
niano de m odo que ele ten h a  a form a bloco-diagonal (veja figura 5.2). Cada bloco 
é referente a determ inados núm eros quânticos, que representam  a conservação do 
m om ento angular. Assim ao diagonalizarm os a m atriz  podem os traba lhar em cada 
bloco separadam ente.
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Desta form a, podem os m ontar a representação m atricial do H am iltoniano de modo 
que ele tenha a form a bloco-diagonal (veja figura 5.2). C ada bloco é referente a de­
term inados núm eros quânticos, que representam  a conservação do m om ento angular. 
Assim ao diagonalizarm os a m atriz  podemos traba lhar em cada bloco separadam ente.
C ada bloco do H am iltoniano m atricial será construído, como foi dito 
acima, de acordo com a relação dos núm eros quânticos que fornecem elem entos de 
m atriz não nulos. O prim eiro bloco é referente ao m om ento  angular to ta l igual a 
zero, o segundo ao m om ento  angular to ta l igual a 1, e assim  por diante. Como 
exemplo m ontam os na tab e la  1 o bloco referente ao m om ento  angular to ta l igual 
a um e n — 2, ou seja, dois zeros da função de Bessel. Os índices representados 
na prim eira coluna são relativos aos núm eros quânticos m i, m 2, n x e n 2, enquanto 
que os índices representados na prim eira linha se referem  aos núm eros quânticos çx, 
q2, l\ e /2. Lem brando que os núm eros quânticos ra x e m 2 estão relacionados ao 
m om ento angular das partículas 1 e 2, respectivam ente, a som a ?tíx +  m 2 representa 
o m om ento angular to ta l e deve ser sem pre igual a 1. 0  mesm o vale para q\ e çr2, 
que representam  tam bém  o m om ento angular das partículas 1 e 2, respectivam ente, 













Figura 5 .2 : Representação m atricial do H am iltoniano do sistem a com posto  pelas duas partículas 
interagentes.
Bloco do H am iltoniano referente ao m om ento angular to ta l igual a um e n max = 2 
(dois zeros da função de Bessel).
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Como m ostram os no capítu lo  5, as integrais não puderam  ser resolvidas analiticam en­
te. Os resultados foram  então  obtidos por procedim ento num érico. Neste capítulo 
serão apresentados alguns detalhes sobre este procedim ento  num érico. As rotinas 
para calcular os elem ento  da m atriz  (equação 5.9), assim  como para  diagonalizá-la, 
foram re tiradas do N um erical Recipes [39].
Os cálculos num éricos referentes a m ontagem  e diagonalização da m a­
triz foram  executados por um  program a em Fortran77 com precisão dupla. Num e­
ricam ente resolvem os integrais tridim ensionais nas variáveis q ,  ^  e 0\2• Seguindo 
os cálculos analíticos do capítu lo  5, estas integrais têm  a form a da equação 5.27 
incluindo as integrais em  rq e r 2. Estes cálculos foram  realizados através da ro tina 
quad3d que usa Q uad ra tu ras Gaussianas. A idéia deste m étodo é que o program a 
pode escolher a localização das abscissas nas quais a função será calculada.
No cálculo dos elem entos da m atriz  <  1 > , tem os o term o
devido ao potencial de interação. O bviam ente que a singularidade em  rq =  íq 
pode in troduzir erros num éricos que precisam  ser evitados. E m bora existam  métodos 
analíticos de regularização de H am iltonianos que tenham  este tipo  de singularidade
[40], optam os aqui por um  procedim ento num érico b astan te  simples para  evitá-la. 
Definimos os lim ites de integração de modo que a re ta  ?q =  r 2 ficasse fora da área 
integrada. O bserve a figura 6.1. Sendo assim, utilizam os um  elem ento infinitesimal 
A para lim ita r as áreas I e II, de m odo que a área to ta l (AI +  AII) não inclua esta
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reta.
F igura 6.1: .
Temos então  na Á rea I:
rro m -A/ dri / dr2. (6.1)
J  A  J  0
Integra-se rq de A a ro (tam anho  do bilhar) e r 2 de 0 a té  rq — A.
E na A rea II:
rro m -A/  dr2 / dri. (6.2)y a yo
Integra-se r 2 de A  a r 0 (tam anho  do circulo) e n  de 0 a té  r 2 — A,
onde A é o elem ento infinitesim al que separa as áreas I e II da  re ta  r2 =  r^.
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O bviam ente o resultado da integral dependerá do valor de A escolhi­
do. Testam os o resu ltado  das integrais para valores de A en tre  1.0 x 10~6 e 1.0 x 10“8 
e verificamos que os resultados não variam  significativam ente dentro da precisão que 
desejamos para  os níveis de energia.
U m a vez que os elem entos de m atriz  foram  calculados pelas in­
tegrais. o p rogram a dá início a diagonalização da m atriz. O m étodo utilizado foi o 
Jacobi para  diagonalizar m atrizes reais e sim étricas. A diagonalização é feita por um a 
sequência de transform ações de sim ilaridade ortogonal, da form a A  —> Z ~ l .A .Z .  Su­
cessivas transform ações fazem  com que os elem entos fora da diagonal se tornem  me­
nores e m enores, a té  que a m atriz  seja diagonal para  a precisão da m áquina.
Como a m atriz  tem  a form a bloco-diagonal o program a m onta e 
diagonaliza cada bloco por vez. Foi discutido nos capítulos 2 e 4 a im portância de 
se separar os níveis de energia não correlacionados, referentes a diferentes números 
quânticos. D esta form a, diagonalizando-se cada bloco separadam ente, foi possível 
utilizar os níveis de energia p ara  fazer as estatísticas A 3 e P(s)  para cada sim etria 
separadam ente.
A ordem  das m atrizes calculadas pelo program a variou entre apro­
xim adam ente 1600 e 2500. D ependendo do valor assum ido pelo m om ento angular 
total e do núm ero de zeros em  que truncávam os a função de Bessel, obtínham os a 
ordem da m atriz . Por exem plo, para  L  =  0 usávam os 40 zeros da função de Bes­
sel, para  L = 1 usávam os 30. A ordem  da m atriz  era calculada da seguinte forma: 
Ttmax x n max x (L  +  1), onde n max é o núm ero de zeros da função de Bessel e L o 
m om ento angular to ta l das partículas.
Testam os a convergência dos níveis considerando estas diferentes 
ordens de m atrizes. D esta form a, foi necessário com parar os autovalores obtidos em 
m atrizes de diferentes ordens para  verificar até  que núm ero de níveis eles tinham  
o mesmo valor. Observam os que quanto  mais aum entávam os o valor do parâm etro  
Vo, assim como o do p arâm etro  7 , um  m enor núm ero de níveis convergiam. P ara  
um a m atriz  de 1600, por exem plo, sendo Vo =  1,0 e 7 =  1, 0, obtínham os um a 
convergência dos níveis a té  o nível de núm ero 1200 aproxim adam ente, considerando 
os 4 prim eiros dígitos. J á  para  valores maiores de V0 e de 7 , obtínham os um  pequeno 
número (em  torno  de 60) de níveis com mesmo valor (que convergiam). Considerando
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que as esta tísticas A 3 e P{s)  são realizadas sobre um  núm ero de níveis em torno de 
500, houve a necessidade de calcular m atrizes de ordem  de até  3600 para  que ao 
com pararm os com os autovalores de ou tra  m atriz de ordem  '2500 obtivéssem os um a 
convergência de pelo m enos os 400 primeiros níveis.
As esta tís ticas A 3 e P(s)  foram realizadas num ericam ente por um 
program a escrito no “M athem atica!\  Este program a usa o arquivo de dados gerado 
pelo p rogram a em  F ortran , com a relação dos níveis de energia do sistem a. Antes de 
calcular as esta tísticas de níveis o program a faz o desdobram ento  (que foi explicado 




Uma vez calculados os níveis de energia do sistem a com posto pelas duas partículas 
no bilhar, será apresentado  na prim eira p arte  deste capítu lo  um a análise estatística 
dos mesmos, assim  como breves com entários sobre alguns casos especiais. A presenta­
remos num a segunda p arte  alguns gráficos que dem onstram  a repulsão entre os níveis 
de energia quando a d inâm ica é caótica. Usamos unidades atôm icas para todos os 
parâm etros (fi\ = H = e = l).
Lem brando ainda as conclusões finais do capítu lo  5, sabemos agora 
que tem os m ais u m a quan tidade conservada no sistem a. E sta  quantidade está as­
sociada aos núm eros quânticos m  e q que são relativos ao m om ento angular antes e 
depois do choque en tre  as partículas. Logo, o m om ento angular surgiu como mais 
uma sim etria  no sistem a e nos perm itiu  m ontar o H am iltoniano m atricial de forma 
que a m atriz  ficasse bloco-diagonal. D esta form a, ao diagonalizarm os a m atriz tra ­
balhamos em cada bloco separadam ente, relativos a diferentes valores do m om ento 
angular. Os níveis de energia do sistem a foram  calculados, diagonalizando-se cada 
bloco separadam ente, o que nos levou a conhecer os níveis de energia para  o m om ento 
angular to ta l do sistem a, que cham arem os de L, igual a 0 , 1 e 2.
N este traba lho  consideram os o bilhar circular com raio igual a 1 (r0 =  
1). As partículas podem  estar, portan to , separadas de um a distância  igual 2. Antes 
de dar início aos resultados, é interessante então observar graficam ente como se 
com porta o potencial de Yukawa (equação 5.3) sob a m udança de parâm etros que
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fizemos ao longo do estudo. Variamos o parâm etro  Vq nos valores 1,0; 5,0 e 10 e a  
entre 5,0 x 10“ 3; 5 ,0  x 10"l ; 1,0; 5,0 e 10. O parâm etro  V0 nos dá a intensidade do 
potencial e a  nos dá o alcance da interação. Observe na figura 7.1 o com portam ento 
do potencial para  V0 =  1, 0 . Os valores de r no eixo das abscissas correspondem  a 
distância r \  — r2 en tre  as partículas 1 e 2. Para V0 =  5 ,0  e V0 =  10 teríam os os 
valores do eixo vertical m ultiplicados por 5 e por 10, respectivam ente. Como iremos 
variar estes parâm etros m uitas vezes ao longo do trabalho , e em certas situações de 
maneiras bem  d istin tas, é in teressante ressaltar que o parâm etro  a  tem  um a relação 
inversam ente proporcional ao alcance do potencial, ou seja, quanto  m aior for o valor 
assumido por a  m enor será o alcance do potencial.
0 . 2 5  0 . 5  0 . 7 5  1 1 . 2 5  1 . 5  1 . 7 5  2  1
0 . 2 5  0 . 5  0 . 7 5  1 1 . 2 5  1 . 5  1 . 7 5  2  0 . 2 5  0 . 5  0 . 7 5  1 1 . 2 5  1 . 5  1 . 7 5  2
(e)
0 . 2 5  0 . 5  0 . 7 5  1 1 . 2 5  1 . 5  1 . 7 5  2
Figura 7.1: Pot. de Yukawa (V = ^7—) em função de r, para Vó =  1 ,0 . O parâmetro a assume 
os valores 5, 0  x 10“ 3; 5 ,0  x 10“ p 1,0; 5,0 e 10, respectivam ente nas figuras (a), (b), (c), (d) e (e).
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Nos restringirem os então a princípio às esta tísticas P{s)  e A 3 dos 
níveis de energia. P ara  isto introduzim os um  novo p arâm etro  além  daqueles já  exis­
tentes no term o do potencial. Definimos o parâm etro  7 como a razão ^  entre  as 
massas da partícu la  2 e da partícu la  1, com a finalidade de analisarm os como o siste­
ma se com porta  sob a variação desta razão (conforme discussão no final do capítulo 
3 ). Q uando usamos unidades atôm icas, ou seja, fi\ — h =  e =  1, temos 7 =  /i2.
Após coletar dados de inúm eras com binações en tre  os três parâm etros 
V o ,a ,7 , obtivem os alguns resultados que dem onstram  integrabilidade, alguns resul­
tados que dem onstram  com portam ento  caótico e ainda alguns resultados que repre­
sentam  um  com portam ento  interm ediário  entre os dois casos.
Ao calcularm os os níveis de energia através da diagonalização do Ha- 
m iltoniano m atricia l percebem os um  problem a de convergência entre os níveis cal­
culados em  tam anhos diferentes de m atrizes, como foi deta lhado  no capítulo 6. Vi­
sando contornar este problem a houve a necessidade de trab a lh a r com m atrizes cada 
vez m aiores para  que tivéssem os um  núm ero razoável de níveis convergentes. Sendo 
assim, as estatísticas foram  feitas com um  núm ero de níveis que varia entre  400 e 
800 níveis, dependendo da convergência, como foi explicado anteriorm ente.
P ara  um a m elhor explanação dos resultados obtidos o capítulo será 
dividido na seção 6 .1 , de resultados para  m assas iguais, e na seção 6 .2 , para  massas 
diferentes.
7.1 M assas iguais
Como as massas são iguais, o parâmetro 7  =  ^  é igual a 1 em todos os casos. Do 
ponto de vista clássico, quando as partículas têm massas iguais a dinâmica no bilhar 
se apresenta com menor complexibilidade, uma vez que as partículas simplesmente 
trocam de velocidades ao se chocarem. Não foi encontrado nenhuma combinação 
dos parâmetros Vo (entre os valores 1,0; 5,0 e 10) e a  (entre os valores 5 , 0  x 10~3;
5,0 x 10_1; 1,0; 5,0 e 10) que apresentasse um comportamento caótico do sistema 
para massas iguais. Apresentaremos a seguir, na seção 6.1.1, alguns resultados 
para momento angular total (L ) igual a zero. Na seção 6 . 1 . 2  serão apresentados os 
resultados para L = 1 e L =  2.
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7.1.1 L = 0
0  que obtivem os p ara  os níveis de energia do sistem a com m om ento angular to tal 
igual a zero foram  estatísticas que dem onstram  resultados integráveis como pode 
ser visto nas figuras 7.2 e 7.3. Na esta tís tica  da figura 7.2 usamos Vo =  5,0 e 
variamos o alcance do potencial visando um a análise do que ocorre com a dinâm ica 
do sistem a. Lem bram os aqui, que conforme foi m ostrado  no capítulo 2 (observe a 
figura 2 .2), o sistem a apresen ta  caos quando o h istogram a se aproxim a da curva 
GOE. Na e s ta tís tica  A 3 o sistem a apresenta caos quando os pontos que representam  
os dados do sistem a se aproxim am  da curva abaixo e não da reta. Observe tam bém  
no capítulo  2 a figura 2.4.
P(s)
Figura 7 .2 : E statísticas P(s) nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
Vo =  5 ,0 . Nas figuras (a .l )  e (a .2) tem os a  =  1 ,0 . Em (b .l)  e (b.2) tem os a  =  5 ,0  x 10~3 .
N a figura 7.3 tem os Vo =  10 e com eçam os dando o valor m áxim o ao 
parâm etro  cr ( a  =  10) em  (a .l)  e (a.2). Nas figuras (b .l)  e (b.2) fizemos cr =  1,0 
e por fim aum entam os o alcance do potencial fazendo cr =  5 ,0 x 10~3 nas figuras 
(c .l) e (c.2). Observam os que para  todos estes casos m ostrados nas figuras, assim 
como p ara  ou tras com binações de parâm etros que não apresentarem os no m om ento,
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o sistem a dem onstra  um  com portam ento  que se aproxim a do caso integrável.
P(S)
F ig u r a  7.3: E statísticas P( s )  nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
V0 =  10. Nas figuras (a .l)  e (a .2) tem os a  =  10. Em (b .l)  e (b.2) tem os a  — 1 ,0  e nas figuras (c .l)  
e (c.2) tem os a  =  5, 0 x 10- 3 .
A inda para  o sistem a com posto pelas partícu las de massas iguais, o 
valor do parâm etro  da intensidade da perturbação  (Vo) foi sendo aum entado a rb itra ­
riam ente, m antendo  o parâm etro  a  =  5 ,0  x 10“ 3 fixo (caso em  que o potencial tem  
maior alcance). A figura 7.4 m ostra  as estatísticas p ara  Vo =  30 e Vo =  60. C om para­
tivam ente aos resultados anteriores podemos perceber u m a m udança nas estatísticas 
que dem onstra  um  resu ltado  aparentem ente in term ediário  en tre  um  sistem a caótico 
e um sistem a integrável.
Houve a ten ta tiv a  de fazer as esta tís ticas para  valores ainda maio­
res de Vo (Vo =  100 ,200 ,800 ,...) mas nestes casos o p roblem a que foi citado an­
teriorm ente, da convergência dos níveis de energia, se tornava cada vez mais forte 
im possibilitando assim  a confiabilidade dos resultados.
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Figura 7.4: E statísticas P ( s )  nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
a  =  5 ,0  x 10“ 3. Nas figuras (a .l)  e (a .2) tem os Vb =  30. Em (b .l)  e (b.2) tem os Vo =  60.
7.1.2 L = 1 e L = 2
Para o m om ento angular to ta l igual a l e  m om ento angular to ta l igual a 2, os resul­
tados são b astan te  sem elhantes, o que dem onstra que a variação de L unicam ente, ou 
seja, não associado à variação de outros parâm etros, não interfere de form a relevante 
no tipo de d inâm ica do sistem a (regular, m ista  ou caótica). Por este motivo não 
serão apresentadas no m om ento  m uitas estatísticas, sendo algum as figuras relativas 
a estes casos d iscutidas apenas no fecham ento do capítulo. M ostrarem os apenas na 
figura 7.5 as esta tís ticas para  L =  1 e L =  2, am bas p ara  Vo =  3 0 e a  =  5, 0 x 10”3.
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P ( S )
F ig u r a  7 .5: E statísticas P( s )  nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
Vo =  30 e a  =  5 ,0  x 10~3 . Nas figuras (a .l)  e (a .2) tem os L — 1 e nas figuras (a .2) e (b.2) tem os 
L =  2.
7.2 M assas diferentes
Da m esm a form a que foram  apresentados os resultados para  as partículas com massas 
iguais, com eçarem os com a seção 6 .2.1 com resultados para  m om ento angular to tal 
igual a zero (L  =  0) e em  seguida os resultados para  L =  1 e L =  2 serão apresentados 
na seção 6 .2 .2 .
C onsideram os agora a esta tís tica  dos níveis para  o caso em que as 
massas das partícu las 1 e 2 são diferentes, ou seja, 7 =  ^  7  ̂ 1. Usando argum entos 
clássicos, quando as m assas das partículas são diferentes tem os a d inâm ica do sis­
tem a mais com plexa. As partículas agora não trocam  sim plesm ente de velocidade 
entre si, como no caso anterior. Considerando perfeitam ente elásticas as colisões en­
tre as partículas, suas velocidades após o choque podem  assum ir valores diferentes, 
conforme a sequência de choques entre elas m esm as e as paredes do bilhar. Espera-se 
então que no sistem a quântico  correspondente a dinâm ica apresente tam bém  aspec­
tos de m aior com plexibilidade. Como já  foi com entado no capítulo 3 , este tipo  de
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expectativa foi confirm ada por Van Vessen, et al [13] ao m ostrarem  que um fator 
im portante para  o aparecim ento de caos na d inâm ica de um  sistem a formado por 
duas partículas num  bilhar quântico unidim ensional é a razáo entre suas massas ser 
diferente de um , observando tam bém  as relações das equações 3.1 e 3.2.
7.2.1 L = 0
Em concordância com o que foi dito acim a, no m om ento em  que começamos a variar 
o parâm etro  7 já  obtivem os realm ente um a alteração considerável nos resultados, 
ou seja, m esm o para  pequenas diferenças entre as m assas os resultados já  indicam  
um a tendência do sistem a para  um  com portam ento  caótico. Isto pode ser observado 
na figura 7.6 onde é possível com parar um a esta tís tica  realizada para  um sistem a 
de partículas de m assas iguais com um  outro no qual as partículas tem  as massas 
ligeiram ente diferentes.
P(s)
Figura 7.6: E statísticas P( s )  nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
Vq =  5, 0 e a  =  5, 0 x 10“ 3. Nas figuras (a .l)  e (a .2) tem os 7 = 1 , 0 .  Em (b .l)  e (b.2) 7 = 1 , 1 .
Considerando então o sistem a de partícu las com massas diferentes 
temos neste caso 3 parâm etros (a , Vq e 7 ) que serão variados ao longo do trabalho.
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Para que os resultados sejam apresentados com mais clareza, os dividiremos em 
relação aos parâm etros que estão fixos.
P ara  Vq =  1,0 e a  =  5,0 x 10-3 temos um a pequena intensidade do 
potencial mas um  grande alcance. Ao variarmos o parâm etro  7 nos valores 1,3; 2,0 
e 15 obtivemos os resultados mostrados na figura 7.7.
P(s)
Figura 7 .7: E statísticas P( s )  nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
Vo =  1, 0 e a  =  5, 0 x 10~3 . Nas figuras (a .l)  e (a .2) tem os 7 =  1 ,3 . Em (b .l)  e (b.2) tem os 
7 =  2 ,0 . Em (c .l )  e (c .2) tem os 7  =  15.
P ara  =  5 ,0  e a  =  5 ,0  x 10“3 tem os u m a m aior intensidade do 
potencial e um  longo alcance. Novam ente ao variarm os o p arâm etro  7 nos valores 1,3;
2,0 e 15, obtem os os resultados m ostrados na figura 7.8 . P ara  estes três valores da 
razão entre  as m assas das partículas podem os observar nas estatísticas que os pontos 
se aproxim am  cada vez m ais das curvas que representam  caos, conforme variamos 
o parâm etro  7 em  ordem  crescente nos valores estabelecidos. Este resultado nos 
induz a pensar que quan to  m aior for a razão entre  as m assas das partículas, ou seja, 
quanto m aior for o valor do parâm etro  7 , m ais os pontos se aproxim ariam  do GOE. 
Deixaremos esta  questão em  aberto  por enquanto, re tornando  a ela um  pouco mais
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adiante a inda dentro  deste capítulo.
P(s)
Figura 7.8: E statísticas P ( s ) nas figuras superiores e estatísticas A3 nas inferiores, todas para 
Vq =  5 ,0  e a  =  5, 0 x 10- 3 . Nas figuras (a .l)  e (a .2) tem os 7  =  1 ,3 . Em (b .l)  e (b.2) tem os 
7  =  2 ,0 . Em (c .l)  e (c .2) tem os 7  =  15.
P ara  Vo =  10 tem os o m áxim o valor deste parâm etro  (dentre os que 
variamos no trabalho) e consequentem ente o caso de m aior in tensidade do potencial. 
Usamos ainda  a  =  5 ,0  x 10- 3 , valor em que o potencial tem  m ais longo alcan­
ce (tam bém  d en tre  os valores assum idos no trabalho). N ovam ente ao variamos o 
parâm etro  7 en tre  os valores 1,3; 2,0 e 15, obtivem os os resultados m ostrados na 
figura 7.9. As estatís ticas foram  realizadas, neste caso, com os 400 prim eiros níveis. 
Os valores do prim eiro  e do 400° nível de energia para  estes três valores de 7 (7 =  1, 3; 
2,0 e 15) sâo respectivam ente, 23,91 e 2287, 22,26 e 1856 e 13,09 e 693,4. O poten­
cial neste caso, considerando as partículas afastadas de u m a distância  de 0,1, por 
exemplo, vale 100,0.
D entre as variações de parâm etros que fizemos ao longo do trabalho, 
temos que a d inâm ica do sistem a m ais se aproxim a de um  com portam ento  caótico 
quando o p arâm etro  Vo assum e o valor 10, a  tem  o valor 5 ,0  x 10-3 e 7 assume o 
valor 15. Foi possível no ta r a té  agora que ao aum entarm os a intensidade do potencial
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de interação entre as partículas, a dinâm ica do sistem a vai se aproxim ando cada vez 
mais do caso caótico. P ortan to , era esperado que para  o m aior valor de Vo (dentre os 
que variamos) tivéssem os um  resultado mais próxim o de um a dinâm ica caótica. Em 
relação a a  tam bém  já  foi possível observar nas esta tís ticas anteriores que quando 
este parâm etro  assum e seu valor m ínim o (5,0 x 10~3), a dinâm ica se aproxim a do 
com portam ento  caótico. Q uanto  ao parâm etro  7 , da razão entre as massas, é inte­
ressante observar que num a colisão clássica de duas partícu las de massas diferentes, 
quando um a das partículas tem  m assa m uito m aior que a ou tra , a dinâm ica desta 
partícula é simples pois apenas a partícu la  mais leve a lte ra  seu movim ento. Se a 
partícula m ais pesada está  em  m ovim ento, ela continua com sua velocidade p ra ti­
cam ente ina lte rada  após o choque. Se ela está  parada , assim  ela perm anece, e a 
partícula mais leve inverte o sentido de sua velocidade após se chocar. Neste caso 
da partícu la  mais pesada parada, ela se com portaria  como um  obstáculo dentro  do 
bilhar, o que nos leva a um  tipo  de b ilhar que foi apresen tado  no capítulo 3, o bilhar 
anular, que tem  sua d inâm ica caótica para  um a p artícu la  que se move no domínio 
entre as duas circunferências, sendo que os centros das circunferências não coincidem. 
Veja figura 3.2 (capítulo  3). E sta  pode ser, portan to , um a explicação razoável para 
descrever a d inâm ica caótica encontrada quando 7 =  15.
M ostram os na figura 7.6 que para 7 =  1,1 já  tem os um a considerável 
m udança no com portam ento  do sistem a. Investigam os então  como o sistem a com­
posto por partículas que obedecem  esta  razão en tre  as m assas se com portaria  sob 
m udança do parâm etro  a , m antendo  Vo fixo. Os resultados obtidos estão na figura 
7.10. E interessan te  observar nesta  figura como a sequência (crescente) dos valores 
do parâm etro  a , que rep resenta  o alcance do potencial, influencia nas estatísticas de 
m aneira que os pontos se aproxim em  de um  resultado integrável.
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P(S)
Figura 7 .9 : E statísticas P( s )  nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
Vo =  10 e a  =  5, 0 x 10“ 3. Nas figuras (a .l)  e (a .2) tem os 7 = 1 , 3 . Em (b .l)  e (b.2) tem os 7 =  2, 0. 
Em (c .l)  e (c .2) tem os 7  =  15.
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F ig u r a  7 .1 0 : E statísticas P ( s )  nas figuras à esquerda e estatísticas A 3 nas figuras à direita, todas 
para Vb =  5 , 0 e 7  =  l , l .  O parâm etro a  assume os valores 5,0  x 10—3; 5 ,0  x 10” 1; 1,0; 5,0 e 10 
nas figuras (a), (b), (c), (d) e (e), respectivam ente.
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Da m esm a form a que para 7 =  L I  fizemos a m udança do parâm etro 
a  tam bém  para 7 =  15. O bserve a figura 7.11. Neste caso, a figura (a .l)  apresenta 
uma esta tís tica  que concorda m elhor com as curvas que indicam  caos no sistema. 
Tomando o exem plo anterior, onde 7 =  1, 1, conforme aum entam os o valor de a  o 
sistem a tenderia  a se aproxim ar do caso integrável mas isto não ocorre de form a tão 
evidente neste caso. Possivelm ente devido ao m aior valor da razão entre  as massas, 
apenas a m udança do parâm etro  a  (de alcance do potencial) não é suficiente para 
alterar de m aneira  significativa a dinâm ica do sistem a.
Fazendo esta  m esm a sequência do parâm etro  a  para  Vo =  10, passa­
mos a ter de form a m ais significativa o problem a já  citado anteriorm ente, da con­
vergência dos autovalores. Deste modo tom am os como base os resultados anteriores 
e só fizemos os cálculos usando Vo =  10 para os valores extrem os de a  [a — 5, 0 x 10-3 
e a  =  10) já  que são os casos onde tem os m udanças m ais siginificativas na dinâmica. 
Os resultados obtidos para  7 =  l , l e 7 =  15 estão na figura 7.13.
E ncerram os aqui as estatísticas para  o sistem a form ado pelas partículas 
com massas diferentes e L =  0, mas ainda antes de finalizar esta  seção voltemos ao 
parâm etro  7 , que rep resen ta  a razão entre as m assas das partículas. Observamos nas 
figuras 7.7, 7.8 e 7.9 a m aneira  como as estatísticas m udam  sob sua variação. P ara  
ter um a visão m ais geral deste fato plotam os a d istância  en tre  os pontos finais que 
aparecem  na es ta tís tica  A 3 (observe a figura 7.12) e o eixo horizontal em função de 
7 . Observe nas figuras 7.14 e 7.15 os gráficos para  V0 =  5 ,0  com a  = 5 ,0  x 10“3 
e Vo =  5 ,0  com a  = 10, respectivam ente. Podem os no tar que existe um a oscilação 
conforme aum entam os o valor do parâm etro  7 e não um  com portam ento  linear, con­
forme sugeriram  as figuras anteriores.
60
F ig u r a  7 .1 1 : E statísticas P( s )  nas figuras à esquerda e estatísticas A 3 nas figuras à direita. Todas 
para Vo =  5, 0 e 7  =  15. O parâm etro a  assum e os valores 5, 0 x IO“ 3; 5 , 0 x IO” 1; 1,0; 5,0 e 10 nas 
figuras (a), (b), (c), (d) e (e), respectivam ente.
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F ig u r a  7 .1 3 : E statísticas P (s )  nas figuras superiores e estatísticas A 3 nas inferiores, todas para 
Vo =  10. Nas duas primeiras figuras (da esquerda para a direita) tem os 7 = 1 , 1 , sendo a  =  5, 0 x 
10“ 3 e a  =  10 respectivam ente. Tem os 7  =  15 nas duas outras à direita e tam bém  a  =  5, 0 x 10“ 3 
e a  =  10 respectivam ente.
Conform e foi com entado no capítulo 3, quando a razão entre as massas 
é tal que 77 é um  núm ero racional (veja equações 3.1 e 3.2) a d inâm ica do sistem a é 
regular. Os gráficos a seguir concordam  com este resu ltado  em  alguns pontos pois 
aparecem  picos nas figuras 7.14 e 7.15 para  alguns valores racionais de 77. Isto indica 
um resultado da esta tís tica  A 3 a respeito  de um a dinâm ica regular.
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F ig u r a  7 .1 4 : Gráfico da distância D (dem onstrada na figura 7.12) em  função de 7 . Os valores de 
7 foram plotados num passo de 0,25 entre os valores 1 e 15. Tem os no eixo vertical os valores de D 
dividos por 20. Os parâmetros a  e Vq estão fixos com valores 5 , 0 x 10“ 3 e 5,0, respectivam ente.
M ostram os na tab e la  7.1 alguns valores de 77 e o correspondente valor 
de 7 para  os quais os resultados coincidem aprox im adam ente com os picos da figura 
7.15.
10 3 9 2 5 13 11 6 14 5V 7 5 4 3 7 17 14 5 17 6
7 1,5 1,8 2,5 3,0 4,3 6 ,6 8,1 9,4 12,3 13,9
Tabela 7 .1 : Relação dos valores de 77 e 7 para os quais tem os um núm ero racional que coincide 
com os picos da figura 7.15.
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F ig u r a  7 .1 5 : Gráfico da d istância D (dem onstrada na figura 7.12) em  função de 7 . Os valores de 
7 foram plotados num passo de 0,25 entre os valores 1 e 15. Tem os no eixo vertical os valores de D 
dividos por 20. Os parâm etros a  e Vq estão fixos com  valores 10 e 5,0, respectivam ente.
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C om parando as figuras 7.15 e 7.14 notam os que a figura 7.15 concorda 
melhor com este resu ltado  citado acim a [15]. A nalisando a física que envolve os 
parâm etros usados para  as duas situações, que trazem  os resultados m ostrados nas 
figuras 7.14 e 7.15, lem bram os que a — 5 ,0  x 10-3 no prim eiro  caso e a = 10 no 
segundo. D esta form a, quando a — 10 tem os um  m enor alcance do potencial, o que 
perm ite que as partícu las in tera jam  de form a mais p róxim a do modelo clássico para 
o qual os resultados foram  obtidos.
7.2.2 L = 1 e L = 2
A presentam os nas figuras 7.16 e 7.17 as estatísticas para  L =  1 e L =  2 e o que 
os resultados nos sugerem  é que tam bém  neste caso, onde as partículas têm  massas 
diferentes, ao variam os o m om ento angular do sistem a não tem os m udanças signi­
ficativas na d inâm ica. Em  outras palavras, com parando aos resultados anteriores, 
parece que m an tendo  fixos os valores de Vo,a e 7 ,- apenas a m udança do m om ento 
angular to ta l das partícu las não é suficiente para  a lte ra r a dinâm ica. Por este mesmo 
motivo não incluím os neste capítulo as figuras referentes ao L =  3.
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P(S)
Figura 7.16: E statísticas P ( s )  e estatísticas A 3 , todas para a  =  5 ,0  x 10- 3 . Nas figuras (a .l) , 
(a .2 ),(b .l) , (b .2), (c .l)  e (c .2) tem os V q =  1 ,0 . Nas figuras (d .l) ,  (d .2), ( e .l ) ,  (e .l) , ( f .l) , e (f.2) 
temos V q =  5 ,0 . O parâm etro 7  é  igual a 1,0 nas figuras (a .l) ,  (a .2), (d .l)  e (d .2); igual a 1,1 nas 
figuras (b .l) , (b .2), (e .l )  e (e .2) e igual a 15 nas figuras (c .l ) ,  (c .2), ( f .l)  e (f.2).
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P(S)
Figura 7.17: E statísticas P( s )  e estatísticas A 3 , todas para a =  5 ,0  x 10 3 . Nas figuras (a .l) ,  
(a .2 ),(b .l) , (b .2), ( c .l )  e (c.2) tem os F0 =  1 ,0 . Nas figuras (d .l) ,  (d .2 ), (e .l ) ,  (e .l) , ( f .l ) ,  e (f.2) 
temos Vo =  5 ,0 . O parâm etro 7 é igual a 1,0 nas figuras (a .l) ,  (a .2 ), (d .l)  e (d.2); igual a 1,1 nas 
figuras (b .l) ,  (b .2), (e .l )  e (e .2) e igual a 15 nas figuras (c .l) , (c.2), ( f .l )  e (f.2).
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7.3 R epulsão dos níveis
Conforme vimos nos capítulos 2 e 3, para sistem as que têm  um a distribuição GOE, 
existe um a tendência de repulsão entre  os níveis de energia de m esm a sim etria. 
A presentarem os a seguir, nas figuras 7.18 e 7.19, os gráficos referentes a repulsão 
entre os níveis de energia. P lo tam os nestes gráficos como os níveis de energia variam  
em função do parâm etro  V0. Após fazer a am pliação de todos os pontos que em 
poderia haver o cruzam ento  dos níveis de energia observam os que as curvas do gráfico 
realm ente não se cruzam . Isto dem onstra  o fenôm eno de repulsão entre os níveis. 
Este com portam ento  é típico de sitem as quânticos que apresen tam  dinâm ica caótica. 
P ortanto , escolhemos o caso (segundo a com binação dos parâm etros) em que as 
estatísticas apon taram  de form a m ais evidente p ara  um  com portam ento  caótico, ou 
seja, quando a  =  5 ,0  x 1Q“ 3 e 7 =  15. No caso de um  sistem a quântico com um a 
dinâm ica regular pode haver cruzam entos entre as curvas do gráfico.
F igura  7.18: Vinte e oito primeiros níveis em função do parâmetro V q . O s  níveis de energia são 
relativos ao sistema das duas partículas com parâmetros a  =  5 ,0  x 10 3 e 7 =  15.
68
120
F igura 7.19: Ampliação da figura 7.18.
A presentam os nas figuras 7.20 e 7.21 os gráficos para o sistem a com 
massas iguais e a  =  5, 0 x 10”3. Observamos na figura 7.21 que o ocorre o cruzam ento 
de dois níveis de energia.
Observam os nesta  ú ltim a  seção que em bora “fraca” existe a repulsão 
de níveis de energia esperada para  sistem as considerados caóticos.
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Figura 7.20: Vinte e oito primeiros níveis em função do parâmetro Vq. O s níveis de energia são 
relativos ao sistema das duas partículas com parâmetros a  =  5, 0 x 10“3 e 7 =  1 , 0.




Este trabalho  foi m otivado p rincipalm ente pelo fato de m odelos quânticos capazes de 
tra ta r  a d inâm ica de partícu las confinadas ser um a área relativam ente nova. Tam bém  
pela aplicação em  sistem as realísticos, como por exem plo, u tilizar tais modelos pa­
ra tra ta r  q uan tita tivam en te  as interações dos quarks den tro  de um nucleon. Nosso 
objetivo foi então  estudar como seria esta  dinâm ica, a princípio em sistem as com 
duas partículas num  bilhar quântico  circular e talvez, em  trabalhos futuros, darmos 
continuidade a pesquisa p ara  sistem as de três ou m ais partículas. As ferram entas 
m atem áticas e com putacionais exigidas se m ostraram  com plicadas duran te  o desen­
volvimento do trabalho , e aparen tem en te  este problem a se agrava conforme aum en­
tam os o núm ero de partículas, ou graus de liberdade, do sistem a que pretendem os 
analisar.
U tilizando como base os resultados do b ilhar com um a e duas partículas 
livres chegamos ao p roblem a das partículas in teragentes den tro  do bilhar. Nos pre­
ocupam os a té  aqui em  entender, tan to  qualita tivam ente  como quantitativam ente , 
como seria a d inâm ica deste sistem a interagente. Conseguim os calcular os elementos 
de m atriz  do H am iltoniano do sistem a com as duas partícu las interagindo via um 
potencial do tipo  Yukawa, expandindo o caso in teragente  n a  base de autovetores do 
sistem a form ado pelas partícu las livres. Por um a adequada m udança de variáveis pu­
demos reescrever as integrais dos elem entos de m atriz  de form a a facilitar os cálculos. 
Ainda na p arte  analítica  do trabalho , ao exam inarm os estas novas integrais que dari­
am  origem aos elem entos da  m atriz , descobrim os que p ara  determ inada relação entre
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os núm eros quânticos m  e q (m \  +  ra2 ^  91 +  92) os elem entos da m atriz  seriam  iguais 
a zero. Verificamos assim  m ais um a quantidade conservada no sistem a, o m om ento 
angular (um a vez que os núm eros quânticos m  1, m2, 91 e q2 estão relacionados ao 
m om ento angular das partícu las 1 e 2, respectivam ente, antes e depois da colisão). 
Este fato nos p erm itiu , através de um a adequada m ontagem  da m atriz, diagonalizá- 
la em blocos, separando as sim etrias e evitando assim  que m isturássem os níveis de 
energia não correlacionados no m om ento de fazer as análises estatísticas. Através da 
diagonalização da m atriz  encontram os os autovalores, chegando assim aos níveis de 
energia.
Os parâm etros relevantes do problem a foram  o alcance (a ) e a in­
tensidade (Vo) do potencial e o parâm etro  7 que dá a razão entre  as massas das 
partículas 2 e 1, respectivam ente. U tilizando as esta tísticas de níveis P(s)  e A 3, foi 
possível observar como se com porta a d inâm ica do sistem a sob a m udança destes 
parâm etros que fizemos exaustivam ente ao longo do estudo.
Em  relação ao parâm etro  7 , observamos que o fato de haver ou não 
um a diferença en tre  as m assas das partículas dem onstrou ser um  fator fundam ental 
para o tipo  de com portam ento  do sistem a (no sentido dele ser integrável, caótico 
ou m isto). A lém  disso, observamos tam bém  que para  determ inadas razões entre  as 
massas o sistem a tende novam ente para  um  com portam ento  regular, o que nos leva 
a resultados no caso bidim ensional em concordância com outros já  encontrados em 
sistem as unidim ensionais.
Ao variarm os a intensidade do potencial (Vo) nos valores 1,0; 5,0; e 10, 
observamos u m a diferença nas estatísticas dos níveis, m as não obtivem os resultados 
que indicassem  caos, caso as massas das partículas fossem iguais. Sendo assim, a 
influência deste p arâm etro  é realçada pelo parâm etro  7 , levando o sistem a do caso 
regular para  um a d inâm ica caótica, conforme aum entávam os seu valor. N esta parte  
fizemos tam bém  u m a conexão com a dinâm ica clássica através do estudo de possíveis 
colisões que levam  a u m a d inâm ica regular.
E possível n o ta r tam bém  alterações na d inâm ica do sistem a ao vari­
armos o parâm etro  a ,  m as este efeito se to rna  mais ou menos intenso dependendo
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de como ele está  com binado com os outros parâm etros com entados anteriorm ente.
Em  relação ao m om ento angular das partículas, ao variá-lo nos valores 
0, 1 e 2, não foi percebida um a modificação relevante no com portam ento  do sistema. 
Alguns cálculos com eçaram  a ser feitos para  m om ento angular igual a 3, mas como 
os resultados continuavam  se m antendo inalterados não seguimos adiante.
De form a geral observamos que no espaço dos parâm etros a , Vo e 
7 considerados, existe aparen tem ente um a grande região envolvendo um a dinâm ica 
m ista. A creditam os que isto está relacionado com a d inâm ica com plexa de duas 
partículas in teragen te  em  duas dimensões e a sim etria  sim ples im posta pelo bilhar 
circular. U m a análise clássica deste problem a poderia esclarecer este ponto, so­
bre o motivo de se te r esta  dinâm ica m ista  para  um a grande região do espaço de 
parâm etros.
A nalisam os um  sistem a bidim ensional com apenas duas partículas 
interagentes, objetivando  dar os prim eiros passos na ten ta tiv a  de oferecer modelos 
quânticos para  situações reais de m uitas partículas. D esta form a abre-se a pos­
sibilidade de realizarem -se m uitos trabalhos. Um deles seria fazer o bilhar circular 
quântico com três partícu las interagentes. Os resultados aqui apresentados podem  ser 
úteis considerando-se a in teração entre as três partículas como sendo de duas a duas. 
Pode-se tam bém  dar continuidade aos estudos p ara  duas partícu las, investigando-se 
mais a fundo, por exem plo, a relação do tipo  de d inâm ica do sistem a com a razão en­
tre as massas das partículas. Este estudo poderia ser feito de m aneira  extrem am ente 
detalhada e q uan tita tiv a .
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